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من النوع الأول  مقارنة أسالیب مختلفة لتقدیر دالة المعولیة لتوزیـع باریتو

  باستخدام المحاكاة
  **عطاف ادوار عبدالاحد.       م*نشأت جاسم محمد . د .م

  المستخلص
  

إذ یتم  .ة لتوزیع باریتو من النوع الأولیهتم هذا البحث بمسألة تقدیر دالة المعولی

قدیر معلمات توزیع باریتو من النوع الأول ومن ثم دالة المعولیة تقدیم طرائق مقترحة لت

لذلك التوزیع وأیضا برنامج یوضح عمل تلك الطرائق ،كما تم إجراء دراسة تجریبیة لغرض 

المقارنة واثبات كفاءة تلك الطرائق المقترحة عملیا وذلك من خلال الاعتماد على 

ات وقیم معلمات مختلفة وتمت المقارنة مشاهدات مولدة من ذلك التوزیع ولأحجام عین

وقد تبین إن الطریقة المقترحة . سط مربعات الخطأ الخاص بكل طریقةبالاعتماد على متو

  .الأولى هي أكفأ طریقة ولجمیع أحجام العینات وقیم المعلمات المستخدمة في الدراسة

  
  
  
  
  
  

ــ   ــــــــــــــــــــــ
  .بغداد/تقنیة الإداریة الكلیة ال/ھیئة التعلیم التقني  *

  .بغداد/الرصافة/معھد الإدارة / ھیئة التعلیم التقني ** 
  
  

  :وهدف البحثالمقدمـة 
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 ، كأنموذج [1]أستخدم هذا التوزیع لأول مرة وبشكل واسع في موضوع الاقتصاد 
،وبسبب امتلاك هذا  ) K(لدراسة توزیع الدخول عندما تكون متجاوزة لحد معلوم مثل 

  : متغیرة مع الزمن  Hazard Rateدالة مخاطرة التوزیع ل

 )1.......(                      0, >> αkt      ;  )()(
t

th α
=  

فقد أصبح أنموذج احتمالي جید في دراسة المعولیة ولوصف توزیع أوقات الفشل 
 كبیر دالة المخاطرة النظریة ٍالتي تمتلك دالة مخاطرة غیر ثابتة مع الزمن وتشبه إلى حد

  .[4]الخاصة بهذا التوزیع 
),(أن دالة الكثافة الاحتمالیة لتوزیع باریتو ذي المعلمتین  kα تأخذ الشكل 

  :التالي
)2(  .……       0, >kα  , kt ≥     ; )1(),;( +−= αααα tkktf  

  :إذ أن 
α :  تمثل معلمة الشكلshape parameter ).(   

 k : تمثل معلمة القیاسscale parameter )  .(   
  : تأخذ الشكل التالي  ) c.d.f(وبذلك فان دالة التوزیع التجمیعیة 
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   :[5]  تصبح)  Reliability function(دالة المعولیة  إي إن 
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 والتي تسمى أیضا معدل الفشل  Hazard Rateوبذلك فان دالة المخاطرة 
Failure Rate  تأخذ الشكل التالي :  
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دالة متغیرة متناقصة ) دالة المخاطرة(نلاحظ من المعادلة السابقة إن معدل الفشل
رتیبة في الزمن ولتقدیر دالة المعولیة توجد العدید من الطرائق منها طریقة الإمكان 

 والتي تمتاز بصفات [3] صغرى وغیرهاطریقة العزوم وطریقة المربعات ال الأعظم،
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ًإحصائیة مختلفة وتتمثل المشكلة في صعوبة إجراء المقارنة بین تلك الطرائق نظرا لعدم 
أمكانیة الحصول على التوزیع النظري للمقدرات الخاصة بتلك الطرائق والتي جعلت من 

  . المعروفةـةعاییر الإحصائیالصعب التعرف على أي طریقة أفضل بالاعتماد على الم
ومن هنا جاءت أهمیة البحث في إجراء المقارنة التجریبیة بین تلك الطرائق واقتراح 
ًطریقة تمتاز بكفاءة أفضل مقارنتا بالطرائق المستخدمة في  تقدیر دالة المعولیة لهذا 

  ) .  (MSEالتوزیع ووفقا للمعیار الإحصائي متوسط مربعات الخطأ 
  
  :الجانب النظري  

ض هنا الطرائق المختلفة لتقدیر دالة المعولیة ، ولتقدیر دالة المعولیة سوف نستعر
  :بیانات الكاملة  ومن هذه الطرائقلابد من تقدیر معلمات توزیع باریتو ذي المعلمتین لل

  
  )(m.l.e   Maximum Likelihood Method :طریقة الإمكان الأعظم  -1

 ،ویمكن تعریف [2]یة الثباتتمتاز هذه الطریقة بخصائص إحصائیة جیدة منها خاص
التقدیر بهذه الطریقة على انه قیم المعلمات التي تجعل دالة الإمكان في نهایتها العظمى 

),...,(، فإذا كانت 21 nttt تمثل عینة عشوائیة بحجم)n ( مسحوبة من مجمع تتوزع
 ذو مفرداته بحسب دالة الكثافة الاحتمالیة لتوزیع باریتو من النوع الأول

),(المعلمتین kα فان دالة الإمكان ،)L ( للمشاهدات تكون  
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  :إذ إن
 0>α ، )1(0 tk <<  

)1(t :تمثل اصغر قیمة من قیم العینة العشوائیة.  
  : وبأخذ اللوغاریتم الطبیعي للمعادلة السابقة فإنها تصبح
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),(بالنسبة لكل من المعلمتین) 7(وبالاشتقاق الجزئي للمعدلة  kα على التوالي 
  :نحصل على المعادلتین التالیتین 
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 α)(للصفر وتبسیطها نجد أن الصیغة التقدیریة للمعلمة ) 9(وبمساواة المعادلة 
  :تصبح 
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بالصفر ، فإننا لانستطیع الحصول على صیغة صریحة ) 8(ومن مساواة المعادلة 

log)(،ومن خلال ملاحظة سلوك  ) K (ةلتقدیر المعلم Lنجد أن الدالة  )(log L غیر
 Monotonically(ـة متزایدة هي رتیب ، ف Kبالنسبة إلى) Unbounded (محددة

Increasing (وتصبح)(log L  في نهایتها العظمى عندما تكون K في نهایتها 
)min( العظمى وبسبب إن أقصى قیمة تصل إلیها هي it ) حیث أنK تمثل الحد الأدنى 

log)(، فان ) T العشوائي للمتغیر L یمكن تعظیمها تحت شرط القید الأتي:  
)11( ………                                                )min( itk ≤∧  

 التي تجعل دالة الإمكان Kنحصل على قیمة ) 11(ومن خلال ملاحظة المتباینة 
  : في نهایتها العظمى وهي 

)12( ………                                         )1(.. min ttk ielm ==∧
  

  :  تصبح α)(وبذلك فان مقدر الإمكان الأعظم للمعلمة 
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 بخاصیة الثبات ، وباستخدام هذه الخاصیة وبما إن مقدرات الإمكان الأعظم تتصف
  :نحصل على مقدر الإمكان الأعظم لدالة المعولیة وكما یلي 
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  Method of Moments (m.o.m):طریقة العزوم   -2
 rµة عزوم المجتمعتتمیز طریقة العزوم بسهولتها فهي تعتمد على فرضیة مساوا 

ومن خلال .[2] ومن ثم حل المعادلات لإیجاد صیغة تقدیر المعلمات rmمع عزوم القیمة
 Theoretical( بالتوقع النظري) Sample Mean(مساواة الوسط الحسابي للعینة 

Expectation)  للمتغیر العشوائي )T (باریتو من النوع الأول فإننا الذي یتبع توزیع 
  :                             نحصل على المعادلتین التالیتین 
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 نظريبالتباین ال ) Sample variance(ومن خلال مساواة التباین للعینة 
)Theoretical Variance ( للمتغیر العشوائي)T ( الذي یتبع توزیع باریتو ذي

  :المعلمتین فإننا نحصل على المعادلتین التالیتین 
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وتن ًعددیا باستخدام طریقة نیk و αبالنسبة إلى ) 17( و 20)(وبحل المعادلتین 
رافسن التكراریة  متعددة المتغیرات المستخدمة لحل منظومة المعادلات اللاخطیة فیتم 

momالحصول على مقدر العزوم لكل معلمة ، فإذا كانت  ..
∧αوmomk ..

 هي مقدرات ∧
 على التوالي فان تقدیر دالة المعولیة یأخذ الصیغة k و αطریقة العزوم لكل من 

  :التالیة 
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 Least Squares Method ( L.S):  طریقة المربعات الصغرى   -3

  :  الأتي [2]ات تتضمن تصغیر مجموع مربعات الخطأ أن طریقة المربع
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ومساواة ناتج كل اشتقاق بالصفر یتم  ) a,b(وبالاشتقاق الجزئي للدالة لكل من 
اضي یتم الوصول إلى قیمة مقدرات المربعات الحصول على معادلتین ، وبإجراء تبسیط ری

الصغرى للمعلمتین، ومن ممیزات هذه الطریقة إنها غیر متحیزة وبالاعتماد على دالة 
  :التوزیع التجمیعیة سیكون لدینا 
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  :نحصل على )24(وبأخذ اللوغاریتم لطرفي المعادلة 
)25(          .......                     tkktF loglog)),;(1log( ααα −=−  
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  :ومن خلال المطابقة مع ألأنموذج الخطي البسیط سیكون لدینا  ) 25(ومن الصیغة 
)26(………….                          ni ,...,2,1=  ;     iii bxay ε++=  

  
  :    آذ أن 

 iε :یمثل متغیر الخطأ العشوائي  
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ى تقدیر معلمات الأنموذج وباستخدام طریقة المربعات الصغرى تم الحصول عل

  :وكالاتي
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  :ولذلك یكون مقدر المربعات الصغرى لدالة المعولیة هو 
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  :وقد تم حساب دالة التوزیع التجمیعیة بطریقة لامعلمة وحسب الصیغة التالیة 
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  :آذ أن 
i  : ًتمثل رتبة المشاهدات بعد ترتیبها تصاعدیا.  

  
   The First Suggested Method (f.s.m):الطریقة المقترحة الأولى  -4

       تم التوصل إلى مقدرات هذه الطریقة من خلال حل المعادلة الخاصة بالعزم الأول 
  :لك من خلال وذ[2]للاحصاءة المرتبة الأولى مع المعادلة الخاصة بالعزم الأول للتوزیع
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  : على التوالي فانkوαدرات غیر متمیزة إلى  هي مقk∧وα∧وعلى فرض آن 
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 عددیا وباستخدام طریقة نیوتن kوαبالنسبة إلى ) 17(و ) 38(وبحل المعادلتین 
رافسن التكراریة متعددة المتغیرات المستخدمة لحل منظومة المعادلات اللاخطیة یتم 
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∧فإذا كانت .  مقدر الطریقة المقترحة لكل معلمة الحصول على
msf ..αو∧

msfk   هي ..
على التوالي فان تقدیر دالة المعولیة  kوαمقدرات الطریقة المقترحة الأول لكل من

  :تأخذ الصیغة التالیة 
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   Second-Suggested-Method) طریقة الوسیط(الطریقة المقترحة الثانیة  -5

 ،آذ أن الوسیط هو القیمة التي [3],[2]تعتمد هذه الطریقة على استخدام الوسیط 
  :  متساویین لذا فان نتفصل البیانات إلى جزئیی
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  :وبأخذ اللوغاریتم الطبیعي للطرفین ینتج 
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  :إذ أن
)45    ...()min( itk  ، وبذلك فان مقدر دالة المعولیة k ، یمثل مقدر المعلمة ∧=

  :سیكون كالأتي 
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  :الجانب التجریبي
تم إجراء الدراسة باستخدام أسلوب المحاكاة لغرض المقارنة بین الطرائق المختلفة 
ًتجریبیا، حیث یتمیز هذا الأسلوب بالمرونة ویوفر الكثیر من الوقت والجهد والمال وفیه 

ً نظریا من دون الحصول علیها عملیا وأیضا دون الإخلال بدقة النتائج تیتم تولید البیانا ً
  :خص هذه الطریقة بالخطوات التالیةالمطلوبة وتتل

 :يلقد تم اختیار خمسة حجوم للعینة وه: تحدید القیم الافتراضیة -1
)n=10,20,30,50,100 ( إذ تمثل)n=10 (،العینة الصغیرة)n=20,30 ( العینة

وقد اختیرت القیم الافتراضیةللمعلمات وفقا .العینة الكبیرة) n=50,100(المتوسطة و 
   تعطي من خلال تغییرها مع حجم العینة فكرة عن ثبحی، )1(لجدول رقم 

  .   المقدرات ونمط سلوكها ولكل طریقة من الطرائق المستخدمة
  

  یوضح القیم المختلفة للمعلمات المستخدمة في الدراسة) 1(جدول رقم 

  
وفیها یتم تولید البیانات التي تخضع لتوزیع باریتو من النوع الأول : تولید البیانات -2

) 1(ًووفقا لكل قیمة من قیم المعلمات الافتراضیة وحجم العینة المحدد في الخطوة 
  :ویتم من خلال

   .)1,0(ع المنتظم ضمن الفترة  تتبع التوزیiU تولید أرقام عشوائیة -أ
)47                        .................(ni ,...,1=  , )1,0(~ UU i  

iU: ًیمثل متغیر عشوائي مستمر یتم تولیده باستخدام الحاسبة الالكترونیة وفقا
RandUللصیغة  =   

والتي تتبع التوزیع المنتظم إلى بیانات تتبع ) أ( تحویل البیانات المولدة في الخطوة- ب
  توزیع باریتو ذي 

VI V IV III II  I  الحالات  
3  3  3 2.5 2.5  2.5  α  
3  2 2.5  3  2 1.5 k  
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المعلمتین من النوع الأول،وباستخدام دالة التوزیع التجمیعیة وحسب طریقة التحویل 
  المعكوس ینتج

)48                            ..................(
α

α 





−=

t
kktF 1),;(  

  ومن ثم فان 

)49.........(                           .                    
α







−=

t
kU 1   

  
  :وبإجراء بعض العملیات الجبریة البسیطة ینتج

)50.......(                 .                           α
1

)1(
−

−= Ukt  
  
ًرحلة یتم تقدیر معلمات توزیع باریتو ولكافة الطرائق المبینة سابقا  في هذه الم-ج

المولدة في الخطوة ) it(واستخدامها في تقدیر دالة  المعولیة بالاعتماد على قیم 
  ولغرض الوصول للمقدر الأفضل فقد تم ) ب(

كأساس للمقارنة ) MSE(    الاعتماد على المقیاس الإحصائي متوسط مربعات الخطاء
  :التالیةیأخذ الصیغة والذي 

)51.(....                            
N

tRtR
tRMSE

N

i
ii∑

=

∧

∧
−

= 1

2))()((
))((    

) 1(وبالاعتماد على البرنامج المرفق في الملحق رقم ) L=1000(ولحجم مكرر
) 2( الحدیث، فان جدول رقم MATLAB-R2007aوالذي تم كتابته باستخدام تطبیق 

  .ج هذه الدراسةیبین نتائ
  

  :الاستنتاجات
  :یتبین الأتي) 2(من جدول رقم 

 هي أفضل طریقة لأنها f.s.mأظهرت نتائج المحاكاة بان الطریقة المقترحة الأولى -1
 لجمیع الحالات ولإحجام العینات الصغیرة و المتوسطة المستخدمة MSEحققت اقل 
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في العینات الكبیرة ولجمیع في الدراسة بینما كان سلوك طریقة الإمكان الأعظم أفضل 
  .الحالات المستخدمة في الدراسة وذلك بسبب الطبیعة التقاربیة لتلك الطریقة

 كانت ثالث أكفاءة طریقة olsأظهرت نتائج المحاكاة بان طریقة المربعات الصغرى -2

منها  ، بینما كانت طریقة الوسیط أكفاءة العینات الصغیرة  ولجمیع الحالاتفي حالة 
 .  یع الحالات المستخدمة في الدراسةولجم) (50 ,100العینات الكبیرة ة في حال

أظهرت نتائج المحاكاة بان طریقة العزوم كانت أسوء طریقة ولجمیع إحجام العینات  -3
  . والحالات المستخدمة ولم یطرأ على سلوكها أي تحسن في الإحجام الكبیرة للعینات

  
  :التوصیات

مقترحــة الأولــى فــي حالــة تــوفر عینــة ذات حجــم لطریقــة االیوصــي الباحــث باعتمــاد  -1
فـي الدراسـات التـي تتطلـب صغیر وطریقة الإمكـان الأعظـم فـي حالـة العینـات الكبیـرة 

  .المعولیة لتوزیع باریتو بمعلمتینتقدیر دالة 
، حالـة البیانـات سابقة فـي حالـة البیانـات المفقـودةیوصي الباحـث بـإجراء الدراسـة الـ -2

  .ات حول دالة المعولیة وبشكل مفصل توفر معلومتحت المراقبة وفي حالة
  

  
  
  
  
  

یبین متوسط مربعات الخطأ لجمیع الطرائق وحجوم العینات المستخدمة في تجربة ) 1(جدول رقم 
  المحاكاة

Methods 
 

Models 

fsm 
 

Mle 
 

ols 
 

med 
 

mom 
 

 N MSE 
10 0.00984 0.01202 0.01579 0.01667 0.71061 
20 0.00460 0.00494 0.00949 0.00833 0.13255 
30 0.00271 0.00276 0.00681 0.00470 0.07949 

I 

50 0.00177 0.00161 0.00433 0.00284 0.05002 
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  )1(ملحق رقم 
  

%%% programe of pareto Reliability Estimation%%% 
rand('state',sum(100*clock)); 
k=2.5;%value of k 
elpha=3;%value of elpha 
n=20;%sample size 
R=1000;%Run Size 
for q=1:R 
k(q)=2.5;%value of k 
elpha(q)=3;%value of elpha 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%% 
for i1=1:n 
x(i1,q)=k(q)*(1-rand)^(-1/elpha(q)); 
y(i1,q)=log(1- ((i1)/(n+1))); 
end 
t(:,q)=sort(x(:,q)); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% 
k_mle(q)=min(x(:,q));%mle of k 
elpha_mle(q)=(n)/(sum(log(x(:,q)/k_mle(q))));%mle of elpha 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%% 
z=x(:,q); 
x0 = [min(z);mean(z)];%initial values of k and elpha 
mo(:,q) = fsolve(@(x) mom(x,z),x0); 
k_mom(q)=mo(1,q);%moment estimator of k 
elpha_mom(q)=mo(2,q);%moment estimator of elpha 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%% 
Xr = [ones(size(x(:,q))) log(sort(x(:,q)))]; 
b = regress(y(:,q),Xr); 
k_ols(q)=exp(b(1)/-b(2));%ols estimator of k 
elpha_ols(q)=-b(2);%ols estimator of elpha 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%% 
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mo1(:,q) = fsolve(@(x) fsm(x,z),x0); 
k_fsm(q)=mo1(1,q);%first suggested estimator of k 
elpha_fsm(q)=mo1(2,q);%first suggested estimator of elpha 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%% 
k_med(q)=min(x(:,q));%second suggested estimator of k 
elpha_med(q)=log(0.5)/log(k_med(q)/median(x(:,q)));%second 
suggested estimator of elpha 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%% 
for i2=1:n 
R_real(i2,q)=(k(q)./t(i2,q)).^(elpha(q));  
R_mle(i2,q)=(k_mle(q)./t(i2,q)).^(elpha_mle(q));  
R_mom(i2,q)=(k_mom(q)./t(i2,q)).^(elpha_mom(q));  
R_ols(i2,q)=(k_ols(q)./t(i2,q)).^(elpha_ols(q));  
R_fsm(i2,q)=(k_fsm(q)./t(i2,q)).^(elpha_fsm(q));  
R_med(i2,q)=(k_med(q)./t(i2,q)).^(elpha_med(q));  
end 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%% 
mse_M.L.E(q)=(sum(((R_real( :,q)-R_mle( :,q)).^2)))/(n); 
mse_M.O.M(q)=(sum(((R_real( :,q)-R_mom( :,q)).^2)))/(n); 
mse_O.L.S(q)=(sum(((R_real( :,q)-R_ols( :,q)).^2)))/(n); 
mse_F.S.M(q)=(sum(((R_real( :,q)-R_fsm( :,q)).^2)))/(n); 
mse_M.E.D(q)=(sum(((R_real( :,q)-R_med( :,q)).^2)))/(n); 
end 
MSE_of_Methods=[mean(mse_M.L.E) mean(mse_M.O.M) 
mean(mse_O.L.S)  mean(mse_F.S.M) mean(mse_M.E.D)]' 
 
First sub routen 
function F =mom(x,z) 
nn=mean(z); 
mm=var(z); 
F = [nn-((x(1)*x(2))/(x(2)-1)); 
    mm-(( ((x(1))^2)*x(2))/( ((x(2)-1)^2)*(x(2)-2)))]; 

 
second sub-routen 
function F =fsm(x,z) 
nn=mean(z); 
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s=size(z,1); 
mm=min(z); 
F = [nn-((x(1)*x(2))/((x(2)-1))); 
    (mm)-((x(1)*x(2)*s)/((s*x(2)-1)))]; 
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A comparison of different methods for Estimation 
of Reliability function for Pareto Distribution of first 

kind by using simulatio 
 

LecturerDr. Nashaat J. Mohammed*     Ass.Lect. Etaf A.Abdalahad** 
ABSTRUCT 

 

 

This paper is concerned with estimation of Reliability function of 
Pareto distribution with two parameters. A suggested methods for 
estimating the two parameters of distribution and its Reliability 
function and then a program will be presented here, also an empirical 
study depends on simulated observations with different parameter's 
values and sample's sizes for Pareto distribution of first kind was 
conducted, to compare between different methods depends on their 
mean square error and to show practically the effectiveness of that 
methods in estimation of Reliability function.  It is shown that the first 
suggested method is the best method in the case of all sample's sizes 
and parameter's values used. 
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